Streszczenie

,Modelowanie wlasciwosci mechanicznych
wybranych zaawansowanych materialéw
za pomoca wieloskalowych elementéw
skonczonych”

Rozdzial 1: Wprowadzenie

W ostatnich latach mozna zaobserwowaé znaczacy postep w dziedzinie nowych ma-
terialéw i technologii ich wytwarzania. Najlepszym tego przyktadem sa kompozyty,
metamaterialy, i elementy wytwarzane w technologii druku 3D. Ich nowe wtasciwosci
sa uzyskiwane poprzez laczenie kilku materialow bazowych (kompozyty) lub poprzez
uktadanie materialu w przestrzeni tak, aby uzyska¢ specyficzna mikrostrukture (meta-
materialy, druk 3D). Naukowcy znajduja zastosowanie tych materialow w kluczowych
gateziach nauki i przemystu, takich jak astronautyka, medycyna, przemyst samocho-
dowy, czy budownictwo. Zasadnicza czeScia procesu projektowania nowego materiatu
sa kosztowne i czasochtonne eksperymenty laboratoryjne. Wspomagane sa one rowniez
obliczeniami numerycznymi, ktére pozwalaja znaczaco skrocié¢ czas i koszt projektowa-
nia.

Wieloskalowa struktura zaawansowanych materialow wymaga uwzglednienia skali
mikro w symulacjach komputerowych. Zadanie to, opisywane przez réwnania roéznicz-
kowe z oscylujacym wspotczynnikiem, jest trudne do bezposredniego rozwiazania za
pomocy standardowych metod numerycznych takich jak np. metoda elementéw skorn-
czonych (MES) ze wzgledu na rozmiar problemu (liczbe stopni swobody) i czas obliczen.
Dlatego rozwijane sg wieloskalowe metody numeryczne, ktére poprzez stworzenie relacji
pomiedzy skala makro i mikro, pozwalaja na przeprowadzanie obliczent w skali makro
jednoczesnie uwzgledniajac w obliczeniach skale mikrostruktury materiatu. Jedna z
takich metod jest wieloskalowa metoda elementéow skonczonych (MsFEM).

W niniejszej pracy podjeto probe zastosowania MsFEM w modelowaniu numerycz-
nym mechaniki zaawansowanych materiatéw. Zaproponowano oryginalne modyfikacje
metody oraz przeprowadzono szereg numerycznych testéw sprawdzajacych dokladnosé
i skuteczno$é metody. Ponadto zaproponowano adaptacje MsFEM do modelowania
elementéw wytwarzanych w technologii druku 3D. Numerycznym testom towarzyszyty
nowatorskie pomiary eksperymentalne na proébkach wykonanych za pomoca druku 3D
przeprowadzone w celu walidacji metody.
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Rozdzial 2: Przeglad literatury

W literaturze mozna znalezé wiele metod, ktére dedykowane sa problemom wieloskalo-
wym i rozwiazuja podjete zadanie w rézny sposéb m.in. metoda homogenizacji asymp-
totycznej [45] lub metoda wykorzystujaca reprezentatywny element objetosci (RVE)
[35], czy dwupoziomowa metoda elementoéw skoriczonych (FE?2) [20].

Metoda MSFEM zaproponowana przez Hou i Wu [25] zaklada utworzenie rzadkiej
siatki makroelementéw, z reguty nie uwzgledniajacej mikrostruktury. Idea metody jest
obliczanie funkcji bazowych siatki rzadkiej rozwiazujac zagadnienie brzegowe z tym sa-
mym réwnaniem rézniczkowym co oryginalny problem. W praktyce obliczane sa funkcje
ksztaltu w kazdym makroelemencie uzywajac siatki gestej, ktora jest dopasowana do
mikrostruktury. Nastepnie przeprowadzane sa globalne obliczenia jak w klasycznej me-
todzie elementéw skonczonych na siatce rzadkiej. Umozliwia to znaczne zmniejszenie
liczby stopni swobody przy jednoczesnym uwzglednieniu informacji o ztozonej mikro-
strukturze, ktora jest wbudowana w funkcje bazowe. Zaleta metody jest fakt, iz oblicze-
nia dla poszczegdlnych makroelementéw odbywaja siec w sposodb catkowicie niezalezny.
Umozliwia to zréwnoleglenie algorytmu, co dodatkowo skraca czas obliczen.

Obliczania wieloskalowe wiaza sie z wprowadzeniem dodatkowych btedéw numerycz-
nych. Autorzy oryginalnej metody zauwazyli, ze jako$é otrzymanego rozwiagzania za-
lezy w duzej mierze od warunkéw brzegowych w zagadnieniu obliczania funkcji ksztattu
(efekt rezonansu). Aby zniwelowaé ten efekt zaproponowana zostala technika ,over-
sampling” [25, 28|, w ktorej problem funkcji ksztaltu jest rozwiazywany w wiekszym
obszarze niz jeden makroelement, a z jego wynikow generowane sa oscylujace funkcje
ksztaltu na brzegu danego makroelementu. Stosowano réwniez periodyczne warunki
brzegowe, podobne jak w metodzie RVE [56].

Innym podejsciem poprawiajacym rozwigzanie metody MsFEM jest zwickszanie
liczby stopni swobody analogiczne do zwiekszania stopnia aproksymacji w MES. Nowe
funkcje ksztattu wyzszego rzedu w MsFEM zostaly wprowadzone na bazie wielomianow
Lagrange’a [19] oraz funkcji hierarchicznych [36, 6]. To podejscie zostato wykorzystane
w algorytmie adaptacji [43, 31| oraz w zadaniu optymalizacji topologii [37].

Zastosowanie siatki rzadkiej i siatki gestej umozliwia w tatwy sposéb wykorzystanie
iteracyjnego podejscia korekcji rozwigzania. Ponadto, zaadaptowano w MsFEM podej-
Scie z metody multigrid [24] oraz lokalna korekcje w nosnikach funkeji bazowych [42].
Dla tego ostatniego przykitadu metoda zbiega sie do rozwigzania z siatki gestej.

Oryginalnie MsFEM zostal opracowany w celu skutecznego rozwiazywania proble-
mow przeplywu w niejednorodnych osrodkach porowatych wykorzystywanych w symu-
lacjach zt6z ropy naftowej i gazu ziemnego [49]. Metoda zostala pédzniej zaadaptowana
do problemoéw sprezystosci kompozytow i metamateriatow w [56]. Przy uzyciu MsFEM
modelowano m. in. problem zginania belek i plyt [57], lepkosprezysty beton asfaltowy
[31, 33|, czy kompozyty piezoelektryczne [18].

Rozdziat 3: Pelne teksty artykuléw stanowigcych rozprawe
doktorska

W tym rozdziale pracy zamieszczono pelne teksty artykuléw stanowiacych rozprawe
doktorska. Ponizej znajduje sie lista z danymi bibliograficznymi artykuléw wraz z
punktacja zgodng z wykazem czasopism naukowych Ministerstwa Edukacji i Nauki oraz
wspotezynnik wplywu czasopism (Impact Factor, IF):
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Artykul 1 M. Dryzek i W. Cecot. A coupling of multiscale finite element method and
isogeometric analysis. International Journal for Multiscale Computational Engineering,
18(4):439-454, 2020. 40 punktow, IF = 1.591.

Artykul 2 M. Dryzek i W. Cecot. The iterative multiscale finite element method for
sandwich beams and plates. International Journal for Numerical Methods in Engine-
ering, 122:6714-6735, 2021. 200 punktow, IF = 3.477.

Artykul 3 M. Dryzek i E. Dryzek. Positron annihilation lifetime spectroscopy of
ABS objects manufactured by fused deposition modelling. Acta Physica Polonica A,
132(5):1506-1508 , 2017. 40 punktow, IF = 0.577.

Artykul 4 M. Dryzek, W. Cecot, i M. Tekieli. Experimental and multiscale compu-
tational static and dynamic study of 3D printed elements with mesostructure. Finite
Elements in Analysis and Design, 215:103876, 2023. 100 punktow, IF = 2.618.

W nastepnych podrozdzialach zamieszczono streszczenie kazdego z nich.

Artykul 1: Polaczenie metody MsFEM z analizg izogeometryczna

W artykule zaproponowane zostato budowanie wieloskalowych funkcji bazowych MsFEM
wykorzystujac krzywe B-sklejane wyzszego rzedu rozpicte na kilku makroelementach.
G1owng cecha tego podejscia jest obliczanie funkcji bazowej w jednym kroku w calym jej
nosniku, w przeciwieristwie do standardowych funkcji ksztattu stosowanych w MsFEM,
ktore sg obliczane element po elemencie siatki zgrubnej i sklejane w czasie agregacji.

Przeprowadzono wybrane eksperymenty numeryczne na przykladzie zagadnienia
przepltywu w osrodkach porowatych z periodycznym i losowym rozkladem wtasciwo-
$ci materiatu, aby przetestowaé¢ zmodyfikowana metode MsFEM z nowymi funkcjami
bazowymi. Uzyskano lepsze wyniki od standardowej metody nawet z technika over-
sampling. Zaobserwowano jednak efekt rezonansu, gdy stosunek wielkosci wtracern do
rozmiaru siatki zgrubnej dazyl do jednego. Pokazano, ze jest mozliwa redukcja tego
efektu poprzez zwiekszenie rzedu krzywych B-sklejanych.

Artykul 2: Iteracyjna metoda MsFEM dla belek i ptyt warstwowych

W artykule zaadaptowano metode MsFEM do analizy belek i ptyt warstwowych ze zto-
zong strukturg kompozytowa. Zaproponowana modyfikacja znaczaco zmniejsza liczbe
stopni swobody modelu obliczeniowego (nawet o cztery rzedy) dzieki anizotropowej
aproksymacji wyzszego rzedu oraz nowym funkcjom ksztaltu uwzgledniajacym niektore
warunki brzegowe. Co wiecej, w algorytmie wykorzystano iteracyjny schemat korek-
cyjny [42] odpowiednio zmodyfikowany do probleméw zginania. Dzieki temu mozliwe
jest odtworzenie rozwiazania z siatki rzadkiej. Przedstawiono kilka przyktadéw obli-
czeniowych, aby zademonstrowa¢ mozliwosci metody. Stwierdzono, ze zaproponowane
modyfikacje funkcji ksztaltu i aproksymacja wyzszego rzedu zwiekszaja zbieznosci al-
gorytmu iteracyjnego. Na koniec poddano walidacji model wieloskalowy, poréwnujac
wyniki numeryczne z wynikami eksperymentalnymi uzyskanymi w prébie zginania war-
stwowej plyty falistej o duzej gestosci. Zaobserwowano bardzo dobrg zgodno$é¢ obu
wynikéw dla pojedynczej iteracji algorytmu.
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Artykul 3: Spektroskopia czasu zycia pozytonéw w obiektach z ABS
wytworzonych w procesie osadzania topionego materiatu

W artykule przeprowadzono badania z wykorzystaniem spektroskopii czasu zycia po-
zytonow (PALS) na probkach z polimeru akrylonitrylo-butadieno-styrenowego (ABS)
wytworzonych w procesie osadzania topionego materialu w celu zbadania mozliwosci
identyfikacji réznic w mikrostrukturze. Przygotowano zestaw probek sktadajacy sie z
plytek kwadratowych i dtugich prostokatnych (o dtugosci 100 mm i 200 mm) wytwa-
rzanych tak, ze ustawienie wszystkich wiokien materiatu jest rownoleglte do dluzszej
krawedzi. Stosowano rézne odlegtoéci miedzy wtoknami, co skutkuje ré6znym naktada-
niem sie osadzanego materialu w kierunku poziomym i pionowym. Nieznaczny wzrost
czasu zycia orto-pozytonium, wskazujacy na wzrost éredniego promienia wolnej objeto-
Sci, zaobserwowano dla najdtuzszych probek, dla ktorych spodziewany jest najwiekszy
wplyw naktadania sie wiékien w kierunku poziomym. Nie zaobserwowano réznic dla
parametru odlegtodci miedzy widknami. Badania przeprowadzono w Instytucie Fizyki
Jadrowej PAN w Krakowie, w pracowni anihilacji pozytonow.

Artykul 4: Eksperymentalne i wieloskalowe numeryczne badania ele-
mentow drukowanych 3D z mezostruktura w warunkach obciazenia sta-
tycznego i dynamicznego

W artykule przedstawiono wyniki przeprowadzonych badari eksperymentalnych elemen-
tow ze ztozona mezostruktura drukowang metoda osadzania topionego materiatu. Wy-
niki eksperymentalne postuzyly do walidacji modelu numerycznego metody MsFEM z
aproksymacja wyzszego rzedu. Zaproponowano tréjskalowe podejscie w modelu nume-
rycznym: w mikroskali $ciezki wlokien filamentu sg homogenizowane przy uzyciu or-
totropowego modelu materialu o eksperymentalnie zidentyfikowanych wtasciwosciach;
w mezoskali wydrukowana struktura jest wbudowana do funkcji ksztattu MsFEM; w
makroskali cate zadanie jest ostatecznie rozwigzywane. Aby zweryfikowaé podejscie
przeprowadzono eksperymentalne pomiary statycznego zginania oraz drgan swobod-
nych belek o czterech réznych mezostrukturach i dwéch orientacjach drukowania. Po-
miary wykonano z wykorzystaniem optycznego systemu pomiaru deformacji pola od-
ksztalcenia. Wyniki eksperymentalne zostaly bardzo dobrze odtworzone przez model
numeryczny w wielu przyktadach. Ponadto badanie ujawnito, ze hierarchiczne funkcje
ksztaltu wyzszego rzedu moga doktadnie reprezentowaé drgania swobodne nawet dla
wysokich czestotliwosci.

Rozdziat 4: Walidacja eksperymentalna

W tym rozdziale zamieszczono zdjecia préobek i elementéw badanych w czwartym ar-
tykule oraz wyniki badai numerycznych metamateriatu z ujemnym wspotczynnikiem
Poissona zaprojektowanym na podstawie badan eksperymentalnych z [34].

Ujemny wspoélczynnik Poissona materialu oznacza, ze material poddany rozciaga-
niu bedzie réwniez rozszerzal sie w kierunku poprzecznym. Takie zachowanie materiatu
jest spowodowane obecnoécia periodycznej mezostruktury, ktorej elementy skrecaja sie
i zginaja podczas rozciggania probki. Material z mezostrukturg nazywany jest meta-
materiatem. Zaproponowano eksperyment numeryczny, w ktérym wyznaczano wspol-
czynnik Poissona wybranego metameteriatu przy pomocy wynikéw uzyskanych metoda
MsFEM dla réznego stopnia aproksymacji oraz z wykorzystaniem techniki oversampling.
Wykazano zmniejszenie sie btedu rozwigzania mierzonego w normie Lo oraz w normie
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energetycznej wzgledem rozwigzania referencyjnego wraz ze wzrostem stopnia aprok-
symacji. Zaobserwowano réwniez zwiekszenie btedu przy zmniejszaniu rozmiaru siatki
rzadkiej, co wskazuje na silny efekt rezonansu. Rozwigzanie uzyskane technika over-
sampling jest najbardziej zblizone do rozwigzania referencyjnego. Dla najmniejszego
rozmiaru makroelementéw wspoétczynnik Poissona uzyskany z liniowymi funkcjami byt
dodatni i wyniést 0.0028. Przy zwiekszaniu stopnia aproksymacji uzyskano wspolczyn-
nik réowny -0.11. Korzystajac z techniki oversampling uzyskano wspotczynnik -0.28.
Wynik referencyjny to -0.35, a wynik z eksperymentu to -0.28.

Rozdzial 5: Podsumowanie

Niniejsza rozprawa obejmuje temat modyfikacji i testowania wieloskalowej metody ele-
mentéw skoriczonych w kontekscie zaawansowanych materiatow. W pracy przedsta-
wiono przeglad literatury dotyczacej metody, autorskie modyfikacje, testy numeryczne
oraz eksperymentalng walidacje metody.

Przeprowadzono liczne testy i walidacje metody MsFEM z hierarchicznymi funk-
cjami bazowymi. Wykazano, ze blad rozwigzania wieloskalowego mozna zmniejszy¢,
zwiekszajac liczbe stopni swobody nawet w skrajnym przyktadzie materialu o ujem-
nym wspélczynniku Poissona. Wykorzystano funkcje wyzszego rzedu w problemach
belek i ptyt. FLaczac to podejscie z iteracyjnym schematem korekeji, udato sie zwickszy¢
szybko$é zbieznosci metody. Zaproponowano ponadto nowy sposéb budowania wielo-
skalowych funkcji bazowych i zwiekszania liczby stopni swobody wykorzystujac krzywe
B-sklejane. Wykazano, ze to podejscie dla pewnych rozmiaréw makroelementéow daje
wyniki lepsze od standardowej metody MsFEM z technikg oversampling. Jednak w tym
podejsciu zauwazono silny efekt rezonansy. Udalo sie go zmniejszyé, zwickszajac rzad
krzywych B-sklejanych.

Metoda MsFEM zostala poddana walidacji poprzez por6wnanie z wynikami z ekspe-
rymentéw na probkach wytwarzanych w technologii druku 3D. Rozwiazania numeryczne
z modeldéw wieloskalowych z funkcjami wyzszego rzedu dobrze korelowaly z wynikami
eksperymentalnymi statycznego zginania. Bledy rozwigzania znajdowaly sie w prze-
dziale 2-5%. W testach dynamicznych zmierzone czestotliwosci drgan wtasnych bada-
nych probek zostaly przewidziane przez model MsFEM z btedem 5%.

Do oryginalnych aspektéow pracy naleza:

1. Zastosowanie krzywych B-sklejanych w algorytmie MsFEM obejmujace imple-
mentacje idei i testy numeryczne dla problemu przeptywu w stanie ustalonym w
osrodkach niejednorodnych.

2. Adaptacja MsFEM do analizy belek i plyt warstwowych z wykorzystaniem hie-
rarchicznych funkcji wyzszego rzedu i iteracyjnego schematu korekcyjnego. Im-
plementacja i testy numeryczne na przyktadach struktur 2D i 3D oraz walidacja
z danymi eksperymentalnymi.

3. Nowatorskie testowanie elementéw z ABS wytworzonych w technologii druku 3D
przy uzyciu optycznego systemu pomiaru deformacji pola odksztalcenia, akcele-
rometru, i spektroskopii czasu zycia pozytonow.

4. Zastosowanie MsFEM do analizy mechanicznej elementéw wytwarzanych w tech-
nologii druku 3D i walidacja poprzez poréwnanie wynikéw z modelu numerycznego
z eksperymentami.
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5. Testowanie MSFEM na przykladzie problemu metamaterialu o ujemnym wspot-
czynniku Poissona w celu identyfikacji jego wtasciwosci.

Istnieje szereg dyscyplin naukowych i inzynierskich, w ktérych zaawansowane mate-
rialy znajduja zastosowanie. Autor uwaza, ze dalsze badania nad modelowanie wieloska-
lowym materiatéw kompozytowych i metamterialéw oraz rozwo6j metod wieloskalowych
takich jak metoda MsFEM, przyspieszy postep w tych dyscyplinach. Dalsze badania
nad rozwojem metody MsFEM moga obejmowaé¢ implementacje i testowanie innych
modeli konstytutywnych. Innym aspektem przyszlych badan mogag by¢ wspominane
przez wielu autorow artykutéw trudnosci zwigzane z przygotowaniem modelu MsFEM
np. trudnosé z siatkowaniem w skali gestej, zwlaszcza blisko granicy makroelemen-
téw, co moze prowadzié¢ do nieregularnosci siatki i pogorszenia wtasciwosci przestrzeni
aproksymujacej. Potencjalnym rozwiazaniem moze by¢ rozdzielenie siatki gestej i siatki
rzadkiej korzystajac z metod niedostosowanych elementéow skonczonych (unfitted finite
element method). W tych metodach problem jest rozwiazywany przy pomocy stan-
dardowej metody elementéw skonczonych, ale powierzchnie miedzyfazowe lub granice
geometrii siatki rzadkiej sg zintegrowane w sformutowaniu wariacyjnym, a siatka gesta
nie musi by¢ dopasowana do tej geometrii. Moze to utatwié¢ proces przygotowywania
wieloskalowych modeli i korzystanie z MSFEM w komercyjnie dostepnym oprogramo-
waniu.



Abstract

In recent years, we can observe a significant development of new materials and the
technological advancements that these new materials have allowed. The most relevant
examples would be these of composites, metamaterials, and 3D printing. The growing
demand for numerical modeling that include multiscale nature of materials is the main
motivation for the research presented in this dissertation. One example of a numerical
method capable of resolving problems with many scales is the Multiscale Finite Element
Method (MsFEM) that is the main topic of this thesis.

The thesis presents investigation on the MsFEM capabilities of modeling the mech-
anical behavior of advanced materials. During the course of the research, original modi-
fications to the method were proposed and numerically tested to confirm its accuracy
and efficiency. This includes: an introduction of the higher-order B-splines as a new
way of building the MsFEM basis functions; modeling sandwich beams and plates with
complex lattice layers using the anisotropic higher-order coarse-scale approximation and
the novel shape functions that take into account the microscale boundary conditions
incorporated into the method in the iterative corrector scheme; and an adaptation of
MsFEM for modeling the mechanical behavior of 3D printed elements using a three-
scale approach. Moreover, numerical tests were accompanied by novel experimental
measurements of 3D printed material samples and parts to validate the method in an
engineering scenario.

The applicability of MSFEM was demonstrated on linear problems of steady-state
flow in heterogeneous media, elasticity, and free vibrations of objects made of het-
erogeneous, anisotropic material with mesostructure with voids. Number of degrees
of freedom was reduced even by four orders of magnitude compared to standard fi-
nite element models without introducing a significant additional approximation error
as demonstrated in a few examples. Moreover, a new way of building multiscale basis
functions using B-splines was shown that it outperforms original MsFEM. The addi-
tional error can be reduced by increasing the order of the B-spline used. When using the
method with the iterative corrector scheme, it was shown that proposed approach with
higher-order functions gives a new possibility of reaching desired accuracy faster with
a large reduction of the necessary number of degrees of freedom. In case of modeling
3D printed elements, the multiscale solutions correlate well with experimental tests for
both static and dynamic, yielding a 2-5% difference of the experiment and higher-order
MsFEM results.

Keywords: multiscale finite element method, higher-order shape functions, composite
structures, extrusion 3D printing testing
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